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摘 要: 提出了一种 D-FNN的新算法。其算法的最主要特点是: D-FNN 选择高斯函数作为网络的激活函数和
模糊系统的隶属函数，该算法不仅具有强大的全局映射泛化能力，而且在细化局部方面也有效; 使用特征值分

解修剪技术使得网络结构不会持续增长，可获得更为紧凑的 D-FNN 结构，避免了过拟合现象。最后通过对 Her-
mite多项式逼近能力来验证所提方案的有效性。仿真结果表明使用特征值分解修剪技术和高斯激活函数的 D-
FNN具有良好的性能。
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Abstract: A new algorithm，which uses D-FNN Gauss function as a network activation function and
fuzzy membership function，is proposed． The algorithm obtains strong global mapping generalization abili-
ty and effectiveness in local refinement，and adopts eigenvalue decomposition pruning technology to ena-
bles more compact D-FNN structure to avoid the phenomenon of over fitting． Finally，the algorithm is
confirmed through the Hermite polynomial approximation to approach ability of validity． The simulation
results show that the eigenvalue decomposition of pruning techniques and Gauss activation function of D-
FNN has good performance．
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从神经网络的角度来看，由于神经网络是一个

黑箱，不具有明确的物理意义，因此，专家对研究

对象的部分知识无法应用到神经网络中。但是，一

个模糊神经网络却有明确的物理意义，专家知识很

容易结合到模糊神经网络中。因此，模糊神经网络
不仅吸取了模糊逻辑和神经网络二者的优点，还克
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服了各自具有的缺点［1］。正因如此，模糊神经网
络成为当前研究的一个热点，并形成了一个较为完

善的体系。本文研究的是模糊神经网络混合系统，
是模糊逻辑和神经网络一种比较高级的结合方法。
在这种系统中，模糊逻辑和神经网络各自发挥自己

的功能，利用各自的优势为共同的目标而实现功能

结合与互补。

1 动态模糊神经网络的理论分析
1. 1 激活函数与隶属函数的选择
一般来说，只要是连续可微的函数都可以作为

神经网络的激活函数。在实际应用中，通常取如下
S型函数:

f( x) = 1
1 + exp( － βx) β ＞ 0 ( 1)

实际上，任何绝对可积的激活函数都能够逼近基于

傅里叶级数展开的任意函数。那么，我们要问: 非
S型激活函数对神经网络的实现和训练有什么影
响? 由于神经网络的非线性映射能力，在神经网络

的实现和训练方面，是否非 S型函数能够更好地取
代 S型激活函数［2］?
为了回答这个问题，我们提出了一个判别函

数，该函数由有限个势函数的加权来表示:

( x) = ∑
u

i = 1
cik( x，xi ) ( 2)

其中，k( x，xi ) 是 x的第 i个势函数，ci 是实常数，u
是势函数个数。这点可以与传统的三层前馈网络的
输出进行比较

( x) = ∑
u

i = 1
ci f(∑

l

j = 1
λ ij xj，pi ) ( 3)

实验研究表明: 在 S型函数、高斯函数与正弦
函数之中，正弦激活函数提供最佳映射能力，高斯

激活函数次之，S型函数最差。但是激活函数的泛
化能力很大程度上依赖于某种映射的局部特性。这
种情况下，希望得到一个不仅具有强大的全局映射

泛化能力，而且在细化局部方面也有效，并且在已

学习的映射上无须太多改动的激活函数。这使得高
斯函数激活函数在神经网络的应用方面成为一个不

错的选择。由于高斯函数具有各项同性，因此以高
斯函数作为激活函数的神经网络称为径向基

( RBF) 神经网络。
一个具有 r 个输入和一个输出的 RBF 神经网

络如图 1 所示。该网络可以看成如下形式的映射
f: Rr→Rs :

y( X) = w0 +∑
u

i = 1
wiRi ( ‖X － Ci‖) ( 4)

图 1 RBF神经网络
Fig. 1 RBF neural network

其中，X∈ Rr 是输入向量，Ri (·) 是基函数，‖·‖
表示输入空间上的欧氏范数，wi ( 0≤ i≤ u ) 是权
值，Ci∈Rr是 RBF的中心，u是 RBF的单元数。尽
管为了定义上的简单，这里仅仅考虑了单输出的情

形，但很容易推广到多输出的情形［3］。
如果采用高斯函数而不考虑偏置量，则式

( 4) 可以写为如下的函数:

y( X) = ∑
u

i = 1
wiRi －

‖X － Ci‖
2

σ( )2
( 5)

如果把各高斯函数的输出归一化，则 RBF 网络可
以产生如下的归一化的输出响应［4］:

y( X) =

∑
u

i = 1
wiRi －

‖X － Ci‖
2

σ( )2 ∑
u

i = 1
Ri －

‖X － Ci‖
2

σ( )2

( 6)
模糊系统提供了一种方法，即把基于专家知识的语

言规则转换成自动的控制行为。这种方法明确地提
供了一种用数学模型表达不确定性的方式。把隶属
的程度定义为隶属函数 ( MF) ，通常该函数是一个
位于 0 到 1 之间的值。通常来说，两个用的最广泛
的隶属描述为三角函数和高斯函数，这两种类型的

隶属函数分别如图 2、图 3 所示。

图 2 三角隶属函数
Fig. 2 Triangle MF
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图 3 高斯隶属函数
Fig. 3 Gaussian MF

1. 2 动态模糊神经网络的结构
本文提出了一种动态模糊神经网络 D-FNN 结

构及其学习算法，该模糊神经网络的结构基于扩展

的径向基神经网络。其学习算法的最大特点是参数
的调整和结构的辨识同时进行，且学习速度快，可

用于实时建模与控制。
本文所研究的动态模糊神经网络的结构如图 4

所示，共 5 层。在图 4 中，x1，x2，…，xr 是输入的语

言变量，y是系统的输出，MFij 是第 i个输入变量的
第 j个隶属函数，Rj 表示第 j条模糊规则，Nj 是第 j
个归一化节点，wj 是第 j 个规则的结果参数或者连
接权，u指系统总的规则数［5］。

图 4 D-FNN的结构
Fig. 4 D-FNN structure

第 1 层称为输入层，第 2 层称为隶属函数层，
第 3 层称为 T －范数层，第 4 层称为归一化层，第
5 层称为输出层。第 5 层中的每个节点分别表示一

个输出变量，该输出是所有输入信号的叠加:

y( X) = ∑
u

k = 1
wk·ψk ( 7)

其中，y是变量的输出，wk 是 THEN －部分或者第 k

个规则的连接权［6］。
1. 3 特征值分解 ( ED) 修剪技术
修剪技术对于动态时变非线性系统的辨识是非

常必要的。如果在学习进行时，检测到不活跃的模
糊规则并加以剔除，则可获得更为紧凑的 D-FNN
结构。本文采用特征值分解 ( ED) 方法作为一种
修剪技术来选择重要的规则。
特征值分解 ( ED) 的目的是为了构建简化的

RBF神经网络以及 Volterra 级数 ( 一种泛函级数)
多项式。该方法使用如下的正则方程［7］:

ΦHHθ = ΦHD ( 8)

其中，ΦHH = HTH∈ Rv×v 和 ΦHD = HTD∈ Rv 分别

称为相关矩阵和互相关向量。计算ΦHH的特征值分

解可以得到:

ΦHH = BΛBT ( 9)
其中，Λ = diag( λ1，λ2，…，λv ) ∈ Rv×v为对角矩阵，

矩阵的对角元为 ΦHH 的特征值，同时 B = ［b1，b2，
…，bv］∈Rv×v是正交矩阵，该矩阵的列为相应的特

征向量。由于 ΦHH 是个对称非负矩阵，特征值 λ1，

λ2，…，λv 都是非负实数。因此，该分解可以通过
调整使得特征值呈降序排列即 λ1 ≥ λ2 ≥ … ≥ λv

≥ 0。
如果矩阵ΦHH包含零或者接近零的特征值，则

表明ΦHH是一个非满秩矩阵，从而可以去掉多余的

或者不重要的规则［8］。定义如下测量指数向量 IED
∈ Rv

IED = ［IED1，IED2，…，IEDv
］T

= diag( BbB
T
b )

= diag( b1b
T
1 + b2b

T
2 + … + bbb

T
b ) ( 10)

其中，Bb = ［b1，b2，…，bb］∈ Rv×b 包含矩阵 B的前
b列。IED 中最大的指数 b预示着 θ 中的应当保留下
来的元素位置。同时 IED中保留的 v － b指数预示着
θ应当去掉的元素的位置。
假设得到的 b 维参数向量定义为 θ( b) = ［θ1，

θ2，…，θb］
T，那么，它可以通过求解简化的正则方

程

Φ( b)HH θ
( b) = Φ( b)HD ( 11)

得到。其中，Φ( b)HH ∈ Rb×b 是通过除去 IED 中与 v － b
个最小指数相关的行和列后得到的，Φ( b)HD ∈ Rb 是

除去 ΦHD 的 v － b个列得到的。
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ED算法的主要步骤归纳如下［9］:
1) 由式 ( 9 ) 计算 ΦHH 的特征值分解得到 Λ
和 B。通过检查包含在 Λ 中的特征值确定保留的
模糊规则的规则数。最前面 b个最大的特征值的数
量预示了应当保留的模糊规则数。

2) 把 B 分解成 B = ［Bb，Bv－b］，其中 Bb 和

Bv－b 分别对应于 B的前 b列和后 v － b列。
3) 用式 ( 10 ) 计算测量指数向量 IED 。IED 中
的最大的 b的预示了应当保留的 ΦHH的行和列的位

置以及 ΦHD的行的位置，即规则库的 b个最重要规
则的位置。

4) 基于选择的 b 个最重要的模糊规则，构建
简化的矩阵 H( b) ∈ Rn×b 并构造 Φ( b)HH ∈ Rb×b 和 Φ( b)HD
∈ Rb 。

5) 用 LLS 或者 SVD 方法求解式 ( 11 ) 得到
θ( b) 。

2 实验结果与分析
为了验证特征值分解修剪技术的 D-FNN 算法

有效性，我们把本文的算法与其他学习算法进行了

比较，并深入探讨了这些算法之间的相互关系。实
验表明使用了特征值分解修剪技术的 D-FNN 具有
简洁的结构和优良的性能。
研究人员已经证明一个模糊系统或神经网络是

一个通用的逼近器。但是，这只是个存在性结论，
并没有给出如何才能找到这样的模糊系统或模糊神

经系统［9］。
当一个神经网络用于函数逼近问题时，一般的

形式如下:

f≈∑
u

i = 1
wiRi ( X，wi ) ( 12)

其中，wi 是权值，Ri ( X，wi ) 是基函数，u 是基函数
的个数。一旦 Ri ( X，wi ) 被选定，权值的选择就可

以用线性代数中的标准方法求解。
使用特征值分解修剪技术的 D-FNN 仿真实验。

被逼近的函数为如下的埃尔米特 ( Hermite) 多项
式［10］:

f( x) = 1. 1( 1 － x + 2x2 ) exp － x2( )2
( 13)

为了学习这个被逼近的函数，使用区间

［－ 4，4］内的随机样本函数来产生 200 个输入输出
数据作为训练集。预先确定的参数如下，且跟文献
［11］和文献 ［12］所选一样。
dmax = 2，dmin = 0. 2，γ = 0. 977，β = 0. 9，σ0 = 2，
emax = 1. 1，emin = 0. 02，k = 1. 1，kerr = 0. 001 5。

表 1 不同算法的结构和性能对比
Table 1 Contrast of the different algorithms

in the structure and properties

D-FNN OLS M-RAN RANEKF

模糊规则数 6 7 8 13
可调参数数量 24 22 25 40
训练次数 200 7 200 200
均方根误差 0. 005 3 0. 009 0. 043 7 0. 026 1

仿真结果如图 5 所示。表 1 列出了用均方根误
差估计的结构和性能方面的对比。图 5a 所示，经
过 46 个训练数据，规则数保持稳定。需要指出，
这并不意味着规则是保持不变的。实际上，当新的
样本数据加入后，前提参数和结论参数一直保持更

新，而且，一条新规则的产生可能会修剪掉已有的

规则而同样保持系统的精确。在本例中，当第 148
个数据达到时，产生了一条新的规则，这时，原来

已有的一条规则就显得不重要而被修剪掉。这在规
则增长图中是看不出来的，但在题 5c 中有反映。
在这种情况下，产生了一个陡峭的均方根误差。图
5b显示训练时实际输出误差。
为了评估 D-FNN产生的规则是否合理，由 D-

FNN 产生的规则分布示于图 6a 中。为了便于比
较，画出 OLS产生的规则如图 6b 所示。由 D-FNN
和 OLS ( 正交最小二乘网络) 产生的 RBF 单元的
具体参数列于表 2 中。

表 2 RBF单元的分布
Table 2 RBF unit distribution

规则
D-FNN

中心 宽度

OLS
中心 宽度

1 0. 516 3 3. 897 1 － 1. 022 9 1. 201 2
2 － 1. 580 5 4. 086 4 1. 592 4 1. 201 2
3 2. 770 2 4. 831 2 － 1. 019 1 1. 201 2
4 － 3. 825 1 3. 976 4 2. 075 6 1. 201 2
5 1. 681 0 1. 198 0 － 0. 686 3 1. 201 2
6 － 0. 419 8 1. 029 8 2. 317 4 1. 201 2

由图 5d及表 2 可以看出，由 D-FNN 产生的规
则分布在输出变化大的地方，并根据变化的大小和

快慢，以不同的高斯宽度来实现，从而使得可容纳

的局部域达到最大。与之不同，OLS方法中，每个
RBF的宽度是固定的，当被逼近的函数在不同点
出现缓慢不同变化时，基函数的自适应性就差，在

变化剧烈的地方，可能会要求有多个 RBF 产生。
如本例中，由 OLS 产生的 RBF 节点就有两个非常
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图 5 Hermite函数逼近
Fig. 5 Hermite function approximation

( a) 模糊规则的产生; ( b) 训练时实际输出误差; ( c) 均方根误差; ( d) Hermite函数 ( + ) 与它的逼近 ( o)

图 6 由 D-FNN和 OLS产生的规则分布对比
Fig. 6 Produce rules distribution contrast by D-FNN and OLS
( a) 由 D-FNN生成的隶属函数; ( b) 由 OLS生成的隶属函数
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接近的，即 C1 = － 1. 022 9 及 C3 = － 1. 019 1。所
选高斯宽度越小，这个问题越突出。同时，也可以
看到，OLS方法确定的规则在整个输入变量空间中
并不是均匀分布的，所以，所需规则数多，即使如

此，精度还是不如 D-FNN高。

3 结 论
修剪技术对于动态时变非线性系统的辨识逼近

是非常必要的，在学习进行时，检测到不活跃的模

糊规则并加以剔除，所得到的模糊神经网络具有结

构小的特点，避免了出现过拟合的现象，因而给使

用者带来了很大的方便。实验研究表明选择高斯函
数作为激活函数的新算法，不仅具有强大的全局映

射泛化能力，而且在细化局部方面也有效。虽然高
斯宽度在学习时可以自适应地调整，但学习规则却

很简单。仿真结果表明，由于使用了高斯激活函数
特征值分解的自适应系统使得 D-FNN 具有紧凑的
系统结构、强大的泛化能力以及快速的学习速度。
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